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摘要 : 应 用 初等 方法 研究 Smarandache 本 数 及 其 相关 画 数 SLCz) ,SLCz) ,Sdf(z) 和 2Zmw(2) 的 算术 乘积 的 计算 问 
题 ， 并 在 一 些 特殊 情况 下 给 出 它们 的 精确 的 计算 公式 . 
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美 籍 罗马 尼 亚 数论 专家 F. Smarandache 在 他 所 著 的 4Only Problems，Not Solutions》( 见 文献 [1]) 一 
书 中 引入 了 不 少 新 的 算术 本 数 及 数列 , 同时 提出 了 105 个 未 解决 的 问题 . 本 文 主要 利用 初等 方法 研究 了 其 
中 几 个 典型 本 数 (Smarandache 画 数 SCz)、Smarandache LCM 本 数 SLCGz)、SL 对 偶 画 数 SL(Cz)、 
Smarandache 双 阶乘 函数 SZAF(2 ) 、 伪 Smarandache 无 平方 因子 函数 Zw(2) ) 的 算术 性 质 ， 关于 这 几 类 本 数 
的 定义 参阅 文献 [1 . 

对 于 这 些 本 数 以 及 任意 正 整数 "， 我 们 考虑 乘积 形式 ,获得 了 几 个 有 趣 的 恒等式 . 具体 地 说 也 就 是 证 
明了 下 面 的 几 个 定理 (不 失 一 般 性 , 假定 站 二 六 二 … 志 加): 

定理 1 当 ?” 一 总 访 …z 为 无 平方 因子 数 时 ,我 们 有 恒等式 


T[Tsce) = 六 三 
过 |72 


定理 2 ” 当 ? 三 六 六 … 思 为 无 平方 因子 数 , 以 及 7 三 为 素数 方 壤 时 ,我 们 有 恒等式 


二 导 


拘 DR 一 2 or1 
上 0 于 一 力 访 2 
[srco) 后 开 (R 十 1) 
zz 一 
开 7 一 了 九 
定理 3 ” 当 ?三 交 pp … 思 为 无 平方 因子 数 , 以 及 7 一 六 为 素数 方 寡 时 ,我 们 有 恒等式 
f oh-1 2 2 
12 “D D 2 Dv 7 二 已 I 六 De 
T[Ssc(o) 和 开 (R 十 1) 
2 | 2 三 :六 条 
刀 7 一 也 
定理 4 当 )” 王 站 ID 人 为 无 平方 因子 奇数 , 以 及 7 三 271 思 pp 思 为 无 平方 因子 偶数 时 , 我 们 有 恒等式 
f 2 24 2 2 
[222，… 2 7 一 DID 
T[szrco) = ， ， 
过 | 区 5 亡 ? 旋 ; 旋 ， 这 轧 ， 7 二 2010p 思 0 
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定理 5 当 ? 三 六 六 … 思 为 无 平方 因子 数 , 以 及 7 三 为 素数 方 壤 时 ,我 们 有 恒等式 


24 一 1 


TTzaco je 7 一 户 , 六 pp 
0 7 一 旋 
对 于 一 般 的 正 整数 ”> 1, 是 否 有 类 似 的 结论 也 是 一 个 公开 的 问题 ,有待 于 我 们 进一步 研究 . 


1 几 个 引 理 


为 完成 定理 的 证 明 , 我 们 需要 下 面 几 个 引 理 : 

引 理 125 对 任意 正 整数 2, 有 SGCz) 王 max{(S(Cp )，S(Cp2)，…，S(Cp2))》， 其 中 一 六 02 pv 思 ， 为 
7 的 标准 分 解 式 . 

引 理 2 对 任意 给 定 的 正 整数 ”zz, 有 SL (2z) 一 max{p ，p2 ，…，p)， 其 中 2 一 六 02 pp 为 7 的 
标准 分 解 式 . 

引 理 3 当 7 为 无 平方 因子 偶数 时 , 有 SZj (2 ) 一 2. max{pi，p，…， 四); 当 ) 为 无 平方 因子 奇数 时 ， 
有 SZj (2z) 一 max (加 ，2p，…，D)}. 其 中 心 (=1,2,…,R) 为 互 不 相同 的 奇 素 因 子 . 

证 “ 当 ?7 为 无 平方 因子 偶数 时 , 不 失 一 般 性 , 设 2= 22 罗 … 妨 , 其 中 四 二 2 二 … 二 加 ,如 果 SZFC) 
一 2 ,那么 27 是 满足 z | 2.4.6.(27m) 的 最 小 正 整 数 , 所 以 刀 = 总. 事实 上 ,对 于 27 = 2. 六 ,有 

2.4.。6.。….。(2.5) 一 22(p) 1 EN 


天 


所 以 | (2m) 忆 

当 7” 为 无 平方 因子 奇数 时 , 不 失 一 般 性 , 设 2 王 加 交 …， 其 中 四 二 加 二 过门，Sdj) 一 . 显 
然 有 7 | 1。3。5.。.…。 思 ， 所 以 7 一 六 . 

引 理 4 对 于 任意 正 整数 ,如果 7 王 六 022o 表示 7 的 标准 分 解 式 , 那么 Zuw(Cz) 一 六 放 pe 力 ee， 
因此 Zw(” ) 为 2” 的 可 乘 函 数 . 


2 定理 的 证 明 

定理 工 的 证 明 

当 ?7 一 轴 0 … 思 为 无 平方 因子 数 时 , 不 失 一 般 性 , 假定 过 2 二 … 雪 六 ,注意 到 w | 2 Di 
时 有 SCdp) 一 训 ， 于 是 由 引 理 1 可 得 


JscO= JJ sc 由 scoo= 
过 |7 


dpP1p2 De 1 dpP1p2…D 1 


JTJT sc T sc TScpo=…= 


412122 2 2 12122 2 2 412122 pl 
ITscTTsczy TT sc Tsco TI scoo= 
qd121 qd121 dp1zo dpP1p2…D0 2 dpP1p2… 1 

Lp ) <ZCp1p2) 。。 ddCD1P2 3 ) dp 1) 


刀 :。D， “D， “Di "也 


人 
其 中 & 2) 为 Dirichlet 除数 本 数 ， 
定理 2 的 证 明 
当 交 一 加 1 交 … 思 为 无 平方 因子 数 时 , 利用 定理 1 的 证 明 方法 及 引 理 2 可 得 


Tsrcz= 1 so 由 srczpo= 
刀 |7 


412102 pl d1P1p2…A-1l 


1] Sice) 由 Sep) 由 Sepo)=…= 


d121p2 2 2 L121p2 2 2 d121p2 2 1 


Tszco)TTscep) TS 1 Sapo= 


qd121 qd121 dpP1p2 dz1 访 2 和 2 1 
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dp ) d(Cp1py) dd( 力 1 力 2 … 力 2) 
人 2 三 
交 3 


ee 力 ，2 芝 和 @ 轧 


CQ(b1 力 2 和 力 1) 
开 


力克 “也 


一 和 


Di 。 放 旋 ，， 
当 )7 三 思 为 素数 方 早 时 ， 


2 
@ 忆 ， 


]1szce)=SLCD)SLCODSLCDD SLC 一 关 人 罗 9 一 
好 | 
定理 3 的 证 明 
当 ? 一 思 思 加 为 无 平方 因子 数 时 , 利用 定义 可 得 
TTsrc= JTJ So 由 sccoo= 
妈 上 7 


可 | 轧 1 轧 2? … 力 1 d121p2 mp 1 


IJ sc) TS Ts)=…= 


d12122…PA-2 邓 六 1 力 2 … 放 2 d12122 1 
TITSszce)TTSLcep TS TI Soo = 
qd d172 qd| 记 py qd121p2…zk 1 


Di (Dip)， (Dipp)。(CDip2psp)。(CDipD2030205)。…，。 


(Duv Do 人 pb 妃 ， 九 ; 人 
当 一 久 为 素数 方 寡 时 ， 


]TSsrcz)=SLGD)SLCD)SLCD)SLCDD) SLCDD 一 六 凶 0 国 0 久 一 旋 
过 | 


定理 4 的 证 明 
当 ? = 站 2 … 为 无 平方 因子 奇数 时 , 利用 定理 1 的 证 明 方法 及 引 理 3 可 得 


TsaArc= JJ szxrc) 则 szxrcdpoo)= 
过 | 


dp122 1 d121p2 2p-1 

| sc 则 Sr 由 Srcoo=…= 
dpP1p2 DR 2 dpP1p2 2 dp1p2 pl 
Tszpco) [szpceo [Se 中 szpczpoo= 
dz d121 dp1z2 d121p2 和 21 
力 ; 。 旋 4 人 5 力 402 7 NS 万 9 0 人 2 0) 5 四 2 人 0 


兹 ~ 儿 | 


访 
当 )7 一 22 … 力 为 无 平方 因子 偶数 时 ,利用 定理 1 的 证 明 方法 及 引 理 3 可 得 
TIsarcO= II serc) Isarcdpoo= 
过 | 


412212…A1 4120122 2 


1 Se 村 Sex 由 Sercpoo=…= 


d122122 2 2 d12 放 1 放 RS 
Js TTSsareazo sa 人 So 
可 22 d20 dz12P123 2 
人 


形 2 3 形 


有 

定理 $ 的 证 明 

当 ?7 = 总 …2x 为 无 平方 因子 数 时 , 利用 定理 1 的 证 明 方法 及 引 理 4, 并 注意 到 Zw(z) 的 可 乘 性 ,得 
]1zac= 由 zol 由 Zoocpo= 


2182 加 一 1 412122 人 加 一 1 


由 Za JTJ zarpo [Zookdpo=…= 


人 | 记 1 六 2 2 d1P1p2 PC-2 412122 px-1 
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[za [za [Zoocdp… | Zookdpoo= 


qd121 d121 dl212， | 轧 ] 旋 ? …… 轧 R 1 
六 (Dip3 (pp300 (CO 0 一 


0 册 罗 罗 
当 ?7 一 思 为 素数 方 寡 时 ， 
|1LZzeke) 二 QUm(1)Um(p)Uto 人 pb)Uto(b) Go 一 访 六 一 


过 | 
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Abstract: Using the elementary method，the computational problem of the arithmetic product of Smaran- 
dache function and some related functions SLCz) ,SLCz) and Sd(C),Zmw(2) is studied，and Several ac 
curate computational formulae in Some especial cases are given. 
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